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基于非局部理论的 Hoek‑Brown软化塑性模型∗
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摘要: 由于缺失材料特征长度，局部应变软化模型在模拟结构层面的失效破坏时，会出现网格依赖性问题，严重影

响 计 算 结 果 的 准 确 性 与 可 靠 性 。 本 研 究 提 出 了 非 局 部 的 Hoek⁃Brown 软 化 塑 性 模 型 ，该 模 型 基 于 光 滑 的

Hoek⁃Brown 强度准则构造屈服函数，并利用过非局部公式将等效塑性剪应变发展为非局部变量，有效规避了结构

失效破坏模拟时的网格依赖性问题。利用隐式返回映射应力更新算法求解非局部塑性模型的微分方程组，详细介

绍了该模型的有限元实现流程。最后，以经典的缺陷板受压破坏问题和条形基础承载力问题为例，对模型的有效

性进行验证。结果表明，在网格细化过程中，非局部 Hoek⁃Brown 软化塑性模型的模拟结果对网格尺寸不敏感，预

测的剪切带宽度和荷载位移曲线基本不随网格尺寸变化。所提模型可为岩石工程的失效破坏分析提供具有网格

客观性的计算工具。
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Abstract: The absence of a material characteristic length in local strain softening models often leads to 
mesh dependency issues in structural failure simulations, significantly compromising the accuracy and 
reliability of calculation results. A nonlocal Hoek-Brown softening plasticity model was proposed in 
this study. This model utilized a smooth Hoek-Brown strength criterion to construct the yield function 
and transformed the equivalent plastic shear strain into the nonlocal variable using a nonlocal integral 
formulation, effectively mitigating mesh dependency issues in structural failure simulations. The im⁃
plicit return mapping algorithm was adopted to solve the differential equations of the nonlocal plasticity 
model, and the finite element implementation process of the model was detailed. Finally, the validity 
of the model was verified through two classic examples: the compression failure of an imperfect plate 
and the bearing capacity problem of a strip foundation. The results showed that during mesh refine⁃
ment, the simulation results of the nonlocal Hoek-Brown softening plasticity model were insensitive to 
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mesh size. The predicted shear band width and load-displacement curves remained largely unaffected 
by changes in mesh size. The proposed model can provide a calculation tool with mesh objectivity for 
failure analysis in rock engineering.
Keywords: nonlocal integral method; softening plasticity model; Hoek-Brown strength criterion; stress 

update algorithm

0 引  言

岩石、混凝土、超固结土等岩土材料，在低围压

加载条件下会展现出显著的应变软化特性。具体

表现为，随着应变的增加，材料的屈服应力逐渐减

小，通常需采用应变软化模型来描述这一力学行

为。然而，大量的研究结果表明［1⁃2］，直接将应变软

化模型用于结构层面的失效破坏分析时，模拟结果

会遭遇严重的网格依赖性问题。其特征是随着网

格加密，变形集中在极窄的区域内，并伴随出现非

物理的“零能耗散”现象［3］。此外，荷载-位移曲线

的软化段也会随着网格加密而变得更加陡峭，导致

预测的结构承载力缺乏网格客观性。从数学角度

来看，这种现象的本质是结构软化过程中，静力问

题中部分区域的控制偏微分方程组失去了椭圆

性［4］，导致边值问题不再适定，进而在数值上转化为

计算结果对网格大小具有依赖性。

为解决上述问题，研究者们已提出多种正则化

方法，包括微极方法［5］、梯度方法［6］和非局部积分方

法［1］等。这些方法的共同特点在于通过引入一个特

征长度，反映材料内部微结构的相互作用，进而消

除计算结果对网格尺寸的依赖。微极方法通过增

加偶应力项来引入特征长度，在节理岩体和土体破

坏分析中得到了广泛应用。然而，对于纯拉伸导致

的结构破坏，偶应力项难以发挥正则化效果［7］。梯

度方法一般是通过附加损伤梯度［8］、应变梯度［9］或

塑性内变量梯度［10］来实现正则化。但该方法要求

附加边界条件以确保解的唯一性，其数值实现具有

一定难度。非局部积分方法的核心思想是将控制

应变软化的本构变量替换成非局部变量，只对应

力⁃应变关系进行非局部处理，而平衡和运动方程以

及相应的边界条件保持其标准形式。非局部变量

是通过对当前积分点及其邻域内各积分点相应变

量的加权平均获得，这种加权平均反映了微结构向

邻近点传递信息的能力［11］。

从效果上看，上述正则化方法均可有效缓解本

构模型在结构软化模拟时的网格依赖性问题。从

计算成本的考虑，微极方法和梯度方法需要修改控

制偏微分方程，导致求解方案变得昂贵和复杂，非

局部积分方法更具优势。自 Z. P. Bažant 等［3］提出

非局部方法的计算模型以来，该方法已经得到深入

发展和广泛应用。例如，P. A. Vermeer 等［12］通过局

部变量和非局部变量的插值，提出了过非局部公

式；吕玺琳等［13］从解析的角度证明，当插值系数大

于 1 时，过非局部公式能够固定剪切带宽度，并消除

网格依赖性问题；曲勰等［14］将非局部理论推广到

Mohr Coulomb 塑性模型中，并应用于条形基础承载

力问题和边坡稳定问题的渐进破坏分析；Z. W. Gao
等［15］基于非局部理论将孔隙比作为非局部变量，提

出了各向异性砂土模型的正则化方法，开展了不同

网格尺寸下砂土地基的承载力问题模拟，获得了网

格不敏感的计算结果；姚仰平等［16］将塑性体应变作

为非局部变量，发展了黏土/砂土的非局部统一硬

化/软化模型，并基于双轴压缩问题评估了非局部

模型的正则化效果；C. C. Su 等［17］将拉/压损伤变量

作为非局部变量，建立了混凝土的非局部塑性损伤

模型，并应用于典型混凝土构件的破坏分析，结果

表明，基于非局部模型预测的荷载位移曲线几乎不

受网格尺寸影响。

综上所述，非局部积分方法可以较好消除软化

规律导致的网格依赖性问题，并且计算成本相对较

低。然而，当前的研究主要聚焦于土体和混凝土等

材料的应变软化模型，而对于非局部方法在岩石软

化塑性模型中的应用尚待深入探索。本文首先阐

述了非局部积分方法的基本思想，在此基础上发展

了非局的 Hoek⁃Brown 软化塑性模型。利用返回映

射应力更新算法求解微分本构方程组，编写了模型

的 UMAT 子程序。最后通过模拟缺陷板受压破坏

问 题 和 条 形 基 础 承 载 力 问 题 ，验 证 了 非 局 部

Hoek⁃Brown 模型的有效性和实用性。
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1 非局部积分方法

在非局部积分方法中，任意一点的非局部变量

可定义为：

κ̄ ( x )=
∫V
w∞( )x,ξ κ ( )ξ dξ

∫V
w∞( )x,ξ dξ

(1)

式中，κ和 κ̄分别为局部变量和对应的非局部变量；x

和 ξ分别为当前积分点及其邻域积分点坐标；V为

计算域；w∞( x，ξ ) 是权函数，用于确定邻域积分点

对当前积分点的贡献。

实际应用过程中，为提高非局部模型的计算效

率，通常采用截断形式的权函数，仅考虑当前积分

点邻域范围内积分点对非局部计算的影响：

w∞( x,ξ ) =
ì
í
î

ïï

ïïïï

w∞,  ξ- x ≤ R

0,  ξ- x > R
(2)

式中，R为截断半径，如图 1 所示，本文算例取 R=
3lc，lc 是反映材料微结构相互作用的特征长度。

计算非局部变量时，需要检索当前积分点的邻

域积分点，这种检索成本会随着计算规模的增大而

增加。对于大规模的数值计算，建议采用树算法［18］

或者链表算法，代替常用的暴力检索算法，提高非

局部模型计算的检索效率。

w∞ 具有多种形式，如双线性指数型、高斯型、

G&S 型［19］等。本文采取较为常用的双线性指数型：

w∞ = 1
2lc

e
- r
lc (3)

式中，r= ξ- x 。图 2 显示了 lc 对权函数曲线的

影响，lc 越小，当前积分点在非局部变量中所占据的

权重越大 ；当 lc = 0 时 ，非局部模型退化成局部

模型。

既有研究表明［13］，非局部公式可能无法完全消

除软化塑性模型的网格依赖性问题，需要采用过非

局部公式进行改进：

κ̂= ( 1 - m ) κ+ mκ̄ (4)
式中，κ̂为过非局部变量，它是非局部变量和局部变

量的插值。当插值系数 m= 1 或 m= 0 时，式（4）将

会退化成标准非局部模型或局部模型。本文采用

M. S. Huang 等［11］的推荐值m= 2。

2 Hoek-Brown塑性模型

塑性模型主要由屈服函数、硬化/软化函数和

塑性势函数构成。对于岩石和混凝土等材料，通常

基于 Hoek⁃Brown 强度准则构造屈服函数。然而，

原始的 Hoek⁃Brown 在偏平面上存在角点，计算时

容易发生数值不稳定。本文基于 H. Jiang［20］提出的

光滑形状函数 r ( θ )，发展了光滑的 Hoek⁃Brown 屈

服函数：

f= q2

f 2
c

+ m cH ( qr ( )θ
3fc

- p
fc )- H 2 (5)

式中，p、q、θ是构成屈服函数的应力不变量，分别表

示静水压力、广义剪应力、洛德角；fc 是材料的单轴

抗压强度；m c 是摩擦参数；r ( θ ) 是控制强度曲线在

偏平面上形状的函数，其表达式为［20］：

r ( θ ) =
cos é

ë
êêêê

ù
û
úúúú

1
3 arccos ( )-χ cos 3θ

cos é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1
3 arccos ( )-χ

(6)

式中，χ ( 0 ≤ χ≤ 1) 是形状因子。当 χ= 0 或 χ= 1
时，偏平面上的强度曲线分别退化成 Drucker⁃Prager
圆和曲边三角形，后者外接原始 Hoek⁃Brown准则的

6个角点，如图 3所示。本文算例采用 χ= 0.99。

图 1　非局部积分方法

Fig.1　Nonlocal integral method

图 2　双线性指数型权函数

Fig.2　Bilinear exponential weight function
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H是软化函数，采用如下形式：

H= κ̂+ 1
A s κ̂ 2 + κ̂+ 1

(7)

式中，A s 是控制软化速率的材料参数。模型采用等

效塑性剪应变 εp
d 作为记录加载历史的塑性内变量，

因 此 ，κ̂= ε̂p
d。 当 H= 1 时 ，式（7）为 光 滑 的

Hoek⁃Brown 强度准则。软化时，H逐渐减小，屈服

面向内收缩，如图 4 所示。根据使用需要，式（7）中

的软化函数也可替换成其它形式，如线性软化函数

和指数型软化函数。

岩石类材料具有显著的剪胀行为，需要采用与

屈 服 函 数 形 式 不 同 的 塑 性 势 函 数 。 本 文 参 考

ABAQUS 软件 CDP 模型推荐的塑性势函数形式：

g= ( )ϵσ0 tan ψ 2 + q2 - p tan ψ (8)
式中，ϵ 是偏心参数，其默认值为 0.1；ψ是材料的剪

胀角；σ0 是等向拉伸强度，σ0 = fc m c。

3 返回映射应力更新算法

弹塑性模型的控制方程一般由胡克定律、流动

法则、硬化规律以及 Karush‑Kuhn‑Tucker（KKT）条

件构成，可以表述成如下的微分形式：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

dσ= D:( )dε- dεp 胡克定律

dεp = dϕr 流动法则

dκ= dϕh 硬化规律

dϕ≥ 0, f≤ 0, and dϕf= 0 KKT条件

(9)

式中，d 表示微分符号；σ、ε、εp 分别表示 2 阶的应力

张量、总应变张量和塑性应变张量；D是 4 阶弹性刚

度张量，可由杨氏模量 E和泊松比 v确定；dϕ和 r是

塑性乘子和塑性流动方向，r= ∂g ∂σ；h是塑性内变

量 κ的梯度，与 dκ的形式有关。当 dκ= dεp
d 时，h=

∂g ∂q。在弹塑性模型中，KKT条件也被称为加卸

载条件，它涵盖了弹塑性材料允许的应力状态，包

括加载情况：dϕ> 0 且 f= 0、卸载情况：dϕ= 0 且

f< 0、中性变载：dϕ= 0 且 f= 0。
在数值计算中，需要将微分方程组在时间域

[ tn，tn+ 1 ] 上离散，转化成代数方程组进行求解。根

据向后欧拉积分公式，式（9）可以写成：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

σn+ 1 - σn - D:( )Δεn+ 1 - rn+ 1 Δϕn+ 1 = 0

κ in+ 1 - κ in - Δϕn+ 1hn+ 1 = 0
Δϕn+ 1 ≥ 0, fn+ 1 ≤ 0, Δϕn+ 1 fn+ 1 = 0

(10)

式中，Δ 表示有限大小的增量符号。

进一步，利用式（4）将式（10）中的局部变量替

换成过非局部变量：

κ̂n+ 1 = ( 1 - m ) κ in+ 1 + mκ̄n+ 1 (11)
将式（1）在空间域上进行离散可得 κ̄n+ 1 的数值

计算公式：

κ̄n+ 1 =
∑

j= 1,j≠ i

NIP

vjwjκ jn + viwiκ in+ 1

∑
j= 1

NIP

vjwj

(12)

式中，κ in+ 1 = κ in + Δϕn+ 1hn+ 1；wj和 vj分别表示积分

点 j的权重值和占据的单元体积；NIP表示当前积分

点邻域范围内总的积分点数量。为降低非局部模

型数值实现的难度，在计算 κ̂n+ 1 时，只有当前积分

点 i处的塑性内变量采用第 n+1 步的值，邻域内其

余积分点仍使用第 n步的值，文献［21］也采取了相

似的做法。值得注意的是，非局部变量的计算要求

不同积分点间进行信息交互。在数值实现中，可以

通过 FORTRAN 语言的 COMMON 声明或 MOD⁃
ULE 功能定义全局变量，存储当前积分点的局部变

图 3　参数 χ对强度曲线的影响

Fig.3　Effect of parameter χ on strength curves

图 4　光滑 Hoek-Brown 屈服面随H的演化规律

Fig.4　Evolution pattern of smooth Hoek-Brown yield sur⁃
face with H
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量、空间坐标以及占据的单元体积，供不同积分点

进行非局部计算时调用。

将式（11）代入式（10），可得非局部塑性模型的

非线性应力积分方程组：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σn+ 1 - σn - D:( )Δεn+ 1 - rn+ 1 Δϕn+ 1 = 0

κ̂n+ 1 - ( )1 - m κ in+ 1 - mκ̄n+ 1 = 0
Δϕn+ 1 ≥ 0, f ( )σn+ 1,κ̂n+ 1 ≤ 0, Δϕn+ 1 f ( )σn+ 1,κ̂n+ 1 = 0

(13)

由于KKT条件中存在不等式约束，求解式（13）
之前需进行加卸载判断。根据返回映射应力更新

策略，首先假设当前增量步中材料仅发生弹性变

形，并计算弹性试探应力 σ trialn+ 1 = σn + D：( Δεn+ 1 -
Δεp

n+ 1 )。如果 f ( σ trialn+ 1，κ̂n ) ≤ 0，说明假设正确，可得

式（13）在弹性加载条件下的解：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

σn+ 1 = σ trialn+ 1

κ̂n+ 1 = κ̂n
Δϕn+ 1 = 0

(14)

如果 f ( σ trialn+ 1，κ̂n ) > 0，需采用塑性修正，将试探

应力点拉回到屈服面上，如图 5 所示。

此时，需要迭代求解下面的非线性应力积分方

程组：

{F ( zn+ 1 ) } =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

σn+ 1 - σn - D:( )Δεn+ 1 - rn+ 1 Δϕn+ 1 = 0

κ̂n+ 1 - ( )1 - m κ in+ 1 - mκ̄n+ 1 = 0
f ( )σn+ 1,κ̂n+ 1 = 0

(15)

式中，{ zn+ 1 } = { σn+ 1，κ̂n+ 1，Δϕn+ 1 }
T
为待求解的变

量。利用牛顿法构造式（15）的迭代公式可得：

{ z } k+ 1

n+ 1
= { z } k

n+ 1
- [ ∂F ∂z ] k

n+ 1{F } k
n+ 1

(16)

式中，k表示迭代次数。当非线性方程组的残差小

于预先设置的容许误差时，即  F ( )z k+ 1
n+ 1 < TOL，

迭 代 终 止 ，并 令 { σn+ 1，κ̂n+ 1，Δϕn+ 1 }
T

= { z k+ 1
n+ 1 }。

TOL是允许误差，本文取 TOL= 10-6。

4 数值算例

利用返回映射应力更新算法，编写了局部和非

局部 Hoek⁃Brown 塑性软化模型的 UMAT 程序。

进一步，开展了缺陷板受压问题和条形基础承载力

问题的数值模拟，分析重点聚焦于网格尺寸对结构

失效后计算结果的影响。采用的模型参数见表 1。

4.1 缺陷板的受压破坏问题

缺陷板的受压破坏问题是评估非局部模型有

效性的标准算例［11］。图 6 显示了缺陷板的几何尺寸

与边界条件：板长 60 mm、宽 40 mm、厚 1 mm。试样

底部的竖向位移和底部左侧棱边的水平位移被约

束，试样顶部施加了 u= 0.4 mm 的竖向位移荷载。

在试样左下角设置大小 8 mm × 8 mm × 1 mm 的薄

弱区，该区域抗压强度设为 19.8 MPa，以在模拟过

程中触发应变局部化现象，薄弱区其余材料性质与

正常区域相同。采用 C3D8 单元对试样进行有限元

离散，考虑了 3 种网格尺寸：lFE = 2.7、2.0、1.4 mm，

图 5　返回映射应力更新算法

Fig.5　Return mapping stress update algorithm

表 1 用于数值分析的模型参数

Table 1 Model parameters for numerical analysis

边值问题

缺陷板

条形基础

E/GPa
15
10

ν

0.2
0.3

m c

8
5

fc/MPa
20
15

ψ/(°)
12
30

A s

4 000
40

图 6　缺陷板的几何尺寸与边界条件

Fig.6　Geometric dimensions and boundary conditions of 
imperfect plate
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对应的单元数量分别为 330、600、1 247 个单元。数

值模拟采用了局部和非局部的 Hoek⁃Brown 软化塑

性模型，其中非局部模型的特征长度设置为 lc =
3 mm。

图 7 是缺陷板在不同网格尺寸条件下的等效塑

性剪应变云图。可以看出，随着网格加密，局部模

型预测的剪切带宽度逐渐变窄，并且局部化程度也

更加严重，而非局部模型预测的剪切带宽度和带内

的局部化程度基本不受网格尺寸的影响。

图 8 为缺陷板在不同网格尺寸条件下的荷载位

移曲线。其中，局部模型预测的荷载位移曲线表现

出严重的网格依赖性，随着网格加密，荷载位移曲

线的软化段更加陡峭，而非局部模型的计算结果对

网格尺寸并不敏感，不同网格尺寸下的荷载位移曲

线基本一致。

4.2 条形基础承载力问题

图 9 显示了条形基础承载力问题的几何与边界

信息。地层的有限元模型长 50 m，宽 20 m。地层两

侧水平位移受到约束，底部完全固定。在地层顶部

中心 8 m 范围内，施加大小为 u= 0.5 m 的均匀位移

荷载，以模拟条形基础对地层的作用荷载。采用

CPE4R 单元对有限元模型进行离散，数值模拟考虑

的网格尺寸有：lFE = 0.4、0.3、0.25 mm，对应的网格

数量分别为 6 300、11 189、16 000 个单元。岩体重

度为 γ= 20 kN m，内部特征长度设置为 lc = 0.7 m，

其余材料参数见表 1。
图 10 显示了加载结束时地层的等效塑性应变

云图。可以看出，随着网格加密，对于局部模型，剪

切带内部的等效塑性剪应变数值明显增大。对于

非局部模型，不同网格尺寸下预测的剪切带范围以

及塑性变形发展程度基本一致，受网格尺寸的影响

很小。

图 11 显示了两种模型预测的荷载位移曲线。

局部模型预测的结果依旧表现出严重的网格依赖

性问题，密网格下的承载力计算结果较疏网格下的

更低，非局部模型在不同网格密度下预测的荷载位

移曲线变化不大。与图 8 示意的结果有所区别，在

图 7　缺陷板的等效塑性剪应变云图

Fig.7　Equivalent plastic shear strain contour maps of imper⁃
fect plate

图 8　缺陷板的反力—位移曲线

Fig.8　Reaction force-displacement curves of imperfect plate

图 9　条形基础问题的几何与边界信息

Fig.9　Geometric and boundary information of strip founda⁃
tion
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条形基础承载力算例中，网格尺寸的差异会严重影

响局部模型预测的峰值承载力。这是因为在岩体

渐进破坏过程中，破坏面上不同位置的岩体步入软

化阶段的时机并不相同，导致局部模型的网格依赖

性问题对结构整体的峰值承载力预测产生明显影

响。因此，当采用应变软化模型开展实际工程问题

的失效破坏分析时，应结合正则化技术，以获得具

有网格客观性的模拟结果。

5 结  论

采用局部软化模型进行结构的失效破坏模拟，

计算结果会存在网格依赖性问题。本文利用非局

部积分方法，发展了非局部的 Hoek⁃Brown 软化塑

性模型，并基于不同网格尺寸下结构的失效破坏分

析，评估了非局部模型的有效性。主要研究结论

如下：

（1）本文利用过非局部公式，将驱动应变软化

行 为 的 塑 性 内 变 量 发 展 为 非 局 部 变 量 ，结 合

Hoek⁃Brown 屈服函数与非关联流动法则，建立了岩

石类材料的非局部软化塑性模型。进一步，通过采

用隐式返回映射算法求解本构模型的微分方程组，

编 写 了 UMAT 子 程 序 ，将 所 提 模 型 嵌 入 了

ABAQUS 有限元软件。

（2）边值问题的局部化分析表明，局部模型的

计算结果严重依赖于网格尺寸。随着网格加密，局

部模型预测的剪切带宽度逐渐变窄，结构的软化速

率加快。非局部模型通过引入内部特征长度反映

材料微结构的相互作用，有效消除了计算结果对网

格尺寸的依赖。

（3）非局部 Hoek⁃Brown 塑性模型可以为岩石

工程问题的失效破坏分析，提供具有网格客观性的

计算工具。然而，所提模型尚未考虑岩石材料的蠕

变、损伤、各向异性等复杂特性。今后研究将引入

黏性理论和损伤理论对模型进行改进，以期更合理

地描述岩石类材料在复杂荷载条件下的力学行为。
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